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Abstract — In the present work several different models of exact solitary families of traveling waves of the
evolutionary equation for a convective fluid are obtained. This is achieved on the basis of the generalized mapping
and singular deformations method. Families of the difficult to find rational and cnoidal waves were also obtained in

the general case of the studied equation.

Zusammenfassung — Im présentierten Beitrag sind verschiedene Modelle von exakten solitiren Scharen von
,laufenden® Wellen flir die Evolutionsgleichung des Konvektionsfluids erhalten. Die Ergebnisse werden auf der
Basis der verallgemeinerten Methode der Abbildung und der singuldren Verformungen erreicht. Im allgemeinen Fall
der erforschten Gleichung sind auch schwer auffindbare Scharen von rationalen und knoidalen Wellen erhalten.

I.  EINLEITUNG
Die Evolutionsgleichung des Konvektionsfluids
Uy + AUU, + A Uy, + AUy, T+
Uy +ay(un,), =0,u = u(t,x)

€y

eingefilhrt von Aspe und Depassier [1], beschreibt die
Dynamik der langen Wellen in einem Konvektionsfluid auf
einer schiefen Ebene, der Driftwellen in Plasma oder der
Konvektionsprozesse in Fluiden mit freier Oberfldche. Diese
Gleichung  enthdlt in  sich  selbst  verschiedene
Modellgleichungen in Abhéngigkeit von den Parametern
a;,i =0,1,2,3,4. Fir a, = 0 stimmt die Gleichung (1) mit der
Evolutionsgleichung von Kuramoto-Sivashinski [2], bekannt
als verallgemeinerte Evolutionsgleichung der Wellendynamik,
iberein. Fir a3 = a4 = 0 ergibt sich die klassische Korteweg-
de Vries-Gleichung [3]. Die letzte Gleichung ist von mehreren
Autoren in den 60-er Jahren des vorigen Jahrhunderts
erforscht. Die Gleichung (1) beschreibt die Verbreitung von
unidirektionalen langen Wellen. Sie hat eine komplizierte
mathematische Struktur. Die Gleichung ist von vierter
Ordnung mit zweitem Singularitiatsgrad. Sie hat zwei
nichtlineare Glieder und ist nicht integrierbar. Durch
Anwendung der direkten Version der Methode der Abbildung
haben zuerst Lou, Huang, Ruan [4] eine exakte solitdre
Wellenlosung von der Art ,laufender” Stowelle erhalten.
Spéter hat Porubov [5] durch passende Phasenverdnderungen
einer elliptischen Losung der Gleichung (1), dargestellt mit
Hilfe der Basisfunktion von Weierstrall [6], [7], eine exakte
solitdre und eine knoidale Losung erhalten. Diese Losungen
gelten nur unter den Bedingungen o, a, = aya; oder
a,a, = 6ayas. Das heilit, dass diese Losungen bedingt sind.
In dieser Forschung wird ein breiteres Spektrum von
solitdren, rationalen und knoidalen Losungen der Gleichung
(1) dargestellt, erhalten mit Hilfe einer Verallgemeinerung der
Methode der Abbildung und der singuldren Verformungen
(Methode von Weiss-Tabor-Carnevale [8]). Diese Methode
hat ermoglicht, nicht nur exakte analytische Losungen zu
lokalisieren, sondern auch neue Zweiparameterschare von be-
dingungslosen Losungen der betrachteten Evolutionsgleichung
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zu entwickeln. Zu den exakten lokalisierten Losungen ohne
zusétzliche Bedingungen zwischen den Koeffizienten zdhlt
auch die durch eine rdumliche Version der bilinearen
Transformationsmethode von Hirota [10]-Matsuno [11]
erhaltene von Kamenov [9] periodische Losung. Sie gilt nicht
nur in Gebieten der schwachen, sondern auch in Gebieten der
starken Nicht-linearitdt. In beiden Fillen ist das Prinzip der
nichtlinearen Uberlagerung von Toda [12] giiltig.

II.  SOLITARE ,,LAUFENDE‘ WELLEN

Die Koeffizienten «;,i=0,1,23,4 sind mit den

dynamischen Eigenschaften des Konvektionsfluids
verbunden.
B 3(10 + Pr.Ga) _ €8
“=""2pr6a '™ Via
eRyPr 1 17
a = 5 ,a, = PrvGa (€+HPT‘>
Pr 5
az = m (682(Pr)*Ga + 717)

In diesen Formeln ist Pr die Prandtl-Zahl. Weiter ist Ga
die Galilei-Zahl. ¢ ist ein kleiner Parameter (0 < &€ < 1), so
dass die Rayleigh-Zahl (Ra) mit Ra = Pr.Gr den kritischen
Wert 2R, iibersteigt. R, ist fiir das Fluid ein kritischer Wert
der Rayleigh-Zahl. Gr ist die Grashof-Zahl. Es wird eine
nichttriviale lokalisierte glatte Losung der Gestalt ,,laufender*
Welle der Gleichung (1)

u(t,x) = ¢(&) (2)

mit & = k(x + wt) im Gebiet

N ={tx) €ER?,0<t<ow—0w<x < own}gesucht.

{(&) ist eine reelle Funktion von der Klasse C*(2). Zum
Vermeiden der Nullldsung sind die unbekannten reellen
Parameter ohne Einschrankung der Gesamtheit als

k > 0, w # 0 vorausgesetzt. Nach Einsetzen von (2) in (1) und
einmaligem Integrieren nach der Phasenverdnderlichen ¢
ergibt sich folgende nichtlineare Differentialgleichung
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(400 ¢?

w{ + + a kl + ayk?" + azk3 +

3)
+a,k(l =E

Die kumulative Integrationskonstante E' kann im Allgemeinen

von t abhédngen.

Die Methode der Abbildung und der singuldren
Verformungen beruht auf folgender Annahme. Ein Verhéltnis
{ = L(¢) bildet die Losung der Gleichung p(@) = 0 auf die
Anfangsgleichung F({) = 0 ab. Die Gleichung (3) hat den
Singularititsgrad 2. Deshalb wird angenommen, dass das
Verhiltnis

(=A¢p*>+Bp+C @)

mit ¢ = @(&) eine beliebige nichttriviale Losung der Riccati-
Differentialgleichung

¢ =’ +apto (5)
auf eine lokalisierte Losung der Anfangsgleichung (3)
abbildet. In (4) und (5) sind A,B,C,cy,c;,c; unbekannte
Parameter. Zum Ausschliefen der trivialen Losung wird

A # 0, ¢, # 0 vorausgesetzt. Nach Einsetzen von (4) und (5)
in (3) ergibt sich das folgende nichtlineare Gleichungssystem

Acok(a,A + 12a3k?cg) = 0
%aoAz + 6a,Ak?c + 6a3;k3(9Ackc, + Bcd) +
+a,kA(2Ac; + 3Bcy) =0
aoAB + 2a,kAcy + 2a,k?cy(5Ac; + Bey) +
+2ask3cy(19Ac? + 6Bcycy + 20Acyc;) +
+2a,k(3ABc; + 2ACcy + B?cy + 24%¢,) = 0
wA + %0{0(32 + 2AC) + a1 k(2Ac; + Bey) +
+a,k?(4Ac? + 3Bcyc; + 8Acyc,) +
+azk?(c?(8Ac, + 7Bcy) + cycy(8Bcy + 524c,)) +
+a,k(A(Q2Cc; +3Bc;) + B(Bey, + Ccy)) = 0
wB + ayBC + a1 k(2Ac, + Bcy) +
+a,k?(c;(6Ac, + Bcy) + 2Bcycy) +
+azk3(Bci + c;(14Act + 16Acyc, + 8Bcycy)) +
+a,k(BCcy + ¢, (2AC + B?)) =0

(6)

1
E = (I)C + ancz + (ZlkBCZ + (szZCZ(ZACZ + BCI) +
+azkdcy(Be + 2¢,(3Ac, + Bey)) + aykBCc,

Von der physikalischen Hinsicht gibt es folgende interessante
Losung:
3,2 2
A= _12a_k c5;B=0

4
_ (0(20(4 - 0(00(3)(40(20(4 + 9“0“3) - 15“1“3“4

C
25a5a?

0.’00.’3 - 0.’20.’4

€ Rist ier P ter,c; = 7

o ist freier Parameter, c; Sy sk (7
1
W= 5—0(3(20(20(4 —T7aya3)C —
—5—0(3(50(3k2612 —ay,kc; —a;)(13aga; — 3a,a,) —
2(apaz — aay)
_ZS(X—M (5“1 + 2“2 (0(00l3 - 0(20(4))
_ Sazk’cf — azke; —ay
2= 20k2cyas
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1
E=a)C+Ea0C2—

3
~50a, (a, + 3askc,)(Gazk?c? — aykey — ay)?

k > 0 ist freier Parameter
Die erhaltene Losung (7) ermoglicht die Bestimmung eines
breiteren Spektrums von exakten lokalisierten Losungen der
Gleichung (1) unter der Annahme, dass die Koeffizienten
a;,i =0,1,2,3,4 positiv sind. Dann gibt es folgende Fille fiir
die Losungen von (1):
Wenn ¢ < 4cyc, ,dh.0 <k <

UL qann gilt

az(azag—apas)’

a
u(t, x) = 3=k (c2 — 4cyc,)tan (f ’40002 - cf) +
Qy 2
a , ’
+6kzc% = 4cocy — C% tan (g 4cocy — cf) + ®)
Ay

a
+C - 3K* 2=
ay

Wenn ¢ > 4¢,c, und

1 2 1 2
_2_00 —¢ — _|cf —4cpcy <<p<2—c0 —¢ + i —4cocy

dh. k > max (0 SELEL ), dann gilt

" az(azas—agaz)

a
u(t, x) = 3—k?(4cyc, — c2)tanh? (E [e? - 4cocz) -
ay 2
229 | 2 s [ 9
—6k Cla_ ci —4cycytanh > ci —4cocy |+ 9
4

a
+C -3k =2
ay

Wenn ¢ > 4¢,c, und

2 2
—c; —+/Ccf —4cyC —c; ++/cf — 4y
(pe<_m;_ 1 1 02>U< 1 1 02;+Oo>

ZCO ZCO

Saiazas

d.h. k > max (0 ), dann gilt

" az(azas—apaz)

a
u(t,x) = 3a—3k2(4C0C2 — c¢?)cotanh? (g [e? - 4C0C2) -
4
2,29 | 2 § [ 10
—6k cla— ci —4cycycotanh N —4cyc, |+ (10)
4

(04

2,273
+C_3k 1=
Ay

Saiazay

Wenn ¢ = 4c¢yc, ,dh. k = dann gilt

az(azas—apas)’
a2a4 - a0a3 1

t,x) = -—
u(t,x) 10asa,kcy  coé

(11)

Alle Parameter (cg, ¢y, 5, k, 0, C) in den Formeln (8), (9),
(10), (11) sind in (7) bestimmt. Die Losungen (8), (9), (10)
sind solitdre StoBwellen, die Losung (11) ist rational. Alle
solitdren Losungen beschreiben Zweiparameterschare von den
entsprechenden ,laufenden Wellen mit freien Parametern
k (k> 0)und cy (cy # 0).Sie enthalten zwei gleichartige
Impulse mit den gleichen Phasen und mit verschiedenen
Amplituden. Thre rdumlichen Abweichungen sind gleich,
obwohl die Wellen unter verschiedenen Umstédnden entstehen.
Wegen der Gleichheit

az 3(aya4 — apas)?

C — 3k?c?
“ a, 25aza;
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hingen die Erhdhungen von den freien Parametern nicht ab.
Die solitdren StoBwellen (9) und (10) sind alternativ, d.h. es
wird nur eine von denen fiir alle zuldssigen Werte der
Parameter erzeugt. Die Wellen der Schar (8) haben die steilste
Front. Sie entstehen nur im Fall @,y > aya;. Die aus
kurzlebenden und sehr instabilen Wellen bestehende rationale
Schar (11) hidngt nur von einem Parameter ab. Diese Wellen
bilden sich nur fiir einen Wert der Wellenzahl k und unter der
Bedingung a,a, > agas. Thre scharfen Gipfel befinden sich
in den Polstellen, d.h. § = x + wt =0,

0<t<oo,—00<x<o. Das passiert nur fiir eine
negative Frequenz w, definiert durch (7), d.h. nur bei nach
rechts ,,Jaufenden‘ Wellen.

III.  KNOIDALE WELLEN

Die knoidalen Losungen sind besondere Losungen der
Evolutionsgleichungen, die durch die zweite -elliptische
Funktion von Jakobi [7] dargestellt werden. Sie ist cn(6, m)
mit (m Modul der Funktion) 0 < m < 1.

Zum Vermeiden der bedingten Losung [13] wird die Lésung
von (1) in der Form ,,Jaufender* Welle

u(t,x) = f(0)
gesucht. Die Phase 6 ist 0 = k(x + yt) mitk > 0,y # 0.
Die Funktion f(0) € C*(R2) ist eine unbekannte glatte reelle
Funktion. Nach Einsetzen von (12) in (1) und nach Integrieren

nach 6 wird folgende nichtlineare Differentialgleichung dritter
Ordnung erhalten:

(12)

kf + ak?f" + ask®f" + a,kff = G(13)

0
2
G ist die kumulative Integrationskonstante. Im Sinne der
Methode der Abbildung und der singuldren Verformungen
wird die Losung von (13) durch das Verhéltnis

F(0) = SY2(0) +T (14)

dargestellt. S und T sind unbekannte Parameter mit S # 0 zum
Vermeiden der trivialen Losung. ¥(0) ist eine unbekannte
reelle Funktion, die der Riccati- Gleichung

Y= [-m2¥t+ 2m? - 1D¥P2+1-m? (15)

mit m € R geniigt. Aus der Theorie der elliptischen
Funktionen [6], [7] ist es bekannt, dass fir 0 <m < 1 die
Losung der Gleichung (15) die zweite elliptische Funktion von
Jacobi W(0) = cn(6,m) ist. Nach Einsetzen von (14) und
(15) in (13) ergibt sich das folgende Gleichungssystem:
ayS? —12Sa,m*k? =0
¥S + ayST + 6Sa,k?(2m? —1) =0

yT + %aOTZ +25(1 — m?)a,k? = (16)
S?a,k — 12Sazm?k3 =0
2Sak + 12Sazk3(2m? — 1) + 2STayk =0
Das System hat eine Losung nur wenn
Aoz = Ay a7

Es folgt: wenn eine knoidale Losung existiert, ist sie immer
bedingt. Diese Losung ist:

a
S =12k?m?—=
Ay
_ag +6azk*(2m® — 1)
- -
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2
apa
R
ay
ask?(4aya, (1 —m?) — az;(2m? — 1))
+6 5
ay
_ o

Ay

mit 0 <m <1,k > 0. Die erhaltene lokalisierte bedingte
knoidale Losung hat die Form:

u(t,x) = 12m2k2—cn2(0;m) -
ay
a, + 6ask?(2m? — 1)

Ay

(18)

Fiirm = 1 gilt cn(0, 1) = sech@. In diesem Sonderfall ist die
Losung:
a ay + 6ask?
u(t,x) = 12k* = sech?(9) - ——
a, a

(19

eine von einem Parameter abhidngige Schar von solitdren
Wellen.

Die bedingten knoidalen und solitdren Losungsscharen der
Gleichung des Konvektiosfluids sind nicht {iberraschend,
sondern- erwartet. Bei der Auswahl in (12)

a a3

ay
gilt das Verhéltnis

U + aoUU, + A1 Uyx + AU + A3 Uxx + ay (uu )x -

=ka2( +k;f)(a4f"' Ziofff f)

Die Bedeutung ist: Jede lokalisierte Losung der reduzierten
Korteweg-de Vries-Gleichung

=0

wird mit Hilfe von (12) auf eine exakte Losung der Gleichung
(1) abgebildet. Zum Beispiel: Diese Gleichung hat eine Ein-
Soliton-Losung der Form

() = k%sech? (2«F =1 (x + %t)), die auch eine

Losung der Gleichung des Konvektionsfluids (1) unter der
Bedingung (17) ist.

IV. ABSCHLIEBENDE BEMERKUNGEN

Es ist logisch, die Anwesenheit der in [4] erhaltenen
einzelnen solitiren Wellen in der Zweiparameterschar der
solitiren Stowellen (9) zu erwarten. Nach dem Ansatz

—1,¢,=0,c, =1,k = 22%47%0%  otimmen  beide
10azaq

Scharen  iiberein.  Dieser Umstand  bestimmt  die
Notwendigkeit, die verallgemeinerte Version der Methode der
Abbildung und der singuldren Verformungen zu verwenden.
Einige Autoren wie Kudryashov[14], Ryabov-Sinelshchikov-
Kochanov [15], Parkes-Duffy-Abbott [13]schlagen vor, an der
Stelle der Riccati-Gleichung ¢ = co@? +c;p +¢, die
Gleichung ¢ =—¢?+1(c; =-1,¢,=0,c,=1) =z
nehmen. Fiir manche nichtlineare Evolutionsgleichungen ist
die letzte Gleichung nicht passend. Sie Tibertrdgt die
Abhingigkeiten zwischen den apriorischen Parametern auf
Abhiéngigkeiten zwischen den aposteriorischen Parametern.
Dies macht die lokalisierten Losungen bedingt. Sie haben
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beschrankte praktische Anwendung. Die verallgemeinerte
Version der Methode der Abbildung und der singuldren
Verformungen erlaubt, sowie solitdre als auch rationale
Wellen in der Gleichung des Konvektionsfluids zu erhalten.
Diese Wellen sind mit der direkten Methode nicht erkennbar.
Obwohl die verallgemeinerte Version der Methode der
Abbildung und der singuliren Verformungen eine hdhere
Empfindlichkeit aufweist, reicht es nicht aus, im allgemeinen
Fall die knoidalen Wellen zu erfassen. Im allgemeinen Fall
wurde eine analytische knoidale Losung von Kamenov [16]
erhalten. Daflir wurde die rdumliche Version der bilinearen
Transformationsmethode angewandt.
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